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INTRODUÇÃO 
A modelagem matemática está se destacando cada vez mais nos últimos anos no 
estudo de problemas de Engenharia e Ciência. Segundo Biembengut (2014), modelagem 
matemática é o processo que envolve a obtenção de um modelo de representação de um 
fenômeno da realidade. Este, sob certa óptica, pode ser considerado um processo artístico, 
visto que, para se elaborar um modelo, além de conhecimento da Matemática e Física, o 
modelador precisa ter uma dose significativa de intuição e criatividade para interpretar o 
contexto, saber discernir que conteúdo matemático melhor se adapta e também ter senso 
lúdico para jogar com as variáveis envolvidas. 
Os modelos matemáticos, em geral, só podem ser resolvidos numericamente 
através de um algoritmo implementado no computador. Dentre os métodos 
computacionais tem-se o método das diferenças finitas energéticas (MDFE) o qual gera 
as equações discretas de equilíbrio que governam o problema. O método é desenvolvido 
a partir da forma fraca (ou variacional) das equações governantes, ao contrário do método 
clássico das diferenças finitas (MDF) que utiliza a forma forte (equações diferenciais). 
Tal formulação fraca tem a vantagem de redução da ordem das derivadas, diminuindo, 
assim, o tamanho stencil gerado e o consequente esforço computacional, além de 
construir um novo framework para a análise de erro, considerando o atendimento das 
equações em média como no método dos elementos finitos (MEF).  
Santos, Loula e Santos (2016) introduziram uma estratégia para geração de 
stencil compacto de alta ordem para aproximação de operadores de Laplace, obtendo-se 
aproximação de 6ª ordem com 9 pontos apenas, quando a formulação clássica gera uma 
aproximação de 2ª ordem. Além disso, mostra que é possível, para o mesmo operador, 
obter-se stencil de 2ª ordem para malhas irregulares. Considerando o problema de Laplace 
no domínio bidimensional (x,y), dado pela equação diferencial parcial de uma variável 
escalar 𝑢 = (𝑥, 𝑦): 
𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦), 
onde 𝐿 = ∆, tem-se a aproximação em diferenças finitas no ponto (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), dada por: 
 
 
onde 𝐴𝑖 é o conjunto dos n pontos usados para geração do stencil do ponto (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), 
incluindo-o. O valor de 𝑐𝑗, com 𝑗 ∈ 𝐴𝑖, é calculado de forma que o valor do operador L 
sobre a variável u no ponto (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), seja dado como combinação linear dos valores da 
função u , avaliados nos pontos (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) pertencentes a uma vizinhança 𝐴𝑖 de (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖). A 
aproximação do operador na sua forma forte pode ser substituída pela sua versão na forma 
fraca, versão assim chamada de diferenças finitas energéticas, tendo a vantagem de 
reduzir a ordem das derivadas aproximadas. 
O cálculo de 𝑐𝑗, coeficientes do stencil de diferenças finitas em (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), pode ser realizado 
de diversas formas. A expressão direta, realiza a substituição da variável u por cada uma 
das m funções bases em 𝐵𝑖  avaliadas no ponto (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖). Usando uma base 𝐵𝑖  com m 
funções 𝜑𝑘, 
 
𝐵𝑖 = {𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑚}, 
 




a qual é avaliada no ponto i, resultando em um sistema de m equações algébricas lineares 
e n incógnitas 𝑐𝑗. Para m = n tem-se um sistema resolvido diretamente, porém quando m 
> n tem-se que resolver o problema por aproximação de mínimos quadrados. 
Baseado nos resultados do operador de Laplace, pode-se propor um stencil de 
diferenças finitas para a flexão de placas finas (teoria de Kirchhoff-Love). As placas são 
elementos estruturais que podem ser modelados bidimensionalmente, de forma que a 
espessura do elemento seja consideravelmente menor do que as demais dimensões.  
A Teoria Clássica de Placas baseia-se na Teoria de Kirchhoff onde as placas são 
consideradas delgadas e os deslocamentos pequenos em relação às dimensões do 
elemento estrutural. 
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(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) = −
𝑣
𝐸
(𝜎𝑥 + 𝜎𝑦) ≠0 
 
𝛾𝑥𝑧 =  
𝜏𝑥𝑧
𝐺



























Analogamente para os momentos torsores: 
𝑀𝑥𝑦 = −𝐷(1 − 𝑣)
𝜕2𝑤
𝜕𝑦𝜕𝑥
= −𝑀𝑦𝑥  
 
As equações de equilíbrio em relação a x, em relação a y e em relação a z são 




















+ 𝑞 = 0 
 
É possível condensar essas equações em uma única equação diferencial que 
descreverá o comportamento da placa por completo. Essa é a Equação diferencial de 















MATERIAL E MÉTODOS OU METODOLOGIA (ou equivalente) 
Foi utilizado o software Maple, programa desenvolvido por Waterloo University 
Inc., Canadá, e pelo instituto ETH, de Zurique, Suíça. É um sistema de computação 
algébrica, numérica e gráfica, desenhado para uso profissional na resolução de problemas 
que exigem métodos matemáticos. 
O maple é uma linguagem de computação algébrica e simbólica, muito potente 
em termos de computação algébrica e numérica de alguns tópicos da matemática. 
Constitui um ambiente informático para a computação que permite o desenho de gráficos 
a duas ou a três dimensões. 
 
RESULTADOS E/OU DISCUSSÃO (ou Análise e discussão dos resultados) 















onde 𝑞 representa a intensidade da carga aplicada e 𝐷 representa a rigidez da flexão para 
placas. 
Vemos que há uma equação diferencial de quarta ordem, é mais fácil substituir 
por duas equações de segunda ordem que representam as flechas de uma membrana, como 







































E aplicando o método das diferenças finitas teremos que:  
𝑀(𝑥𝑖+ℎ,𝑦𝑖) + 𝑀(𝑥𝑖,𝑦𝑖+ℎ) + 𝑀(𝑥𝑖,𝑦𝑖−ℎ) − 4𝑀(𝑥𝑖,𝑦𝑖) = −𝑞ℎ² 
 
 
CONSIDERAÇÕES FINAIS (ou Conclusão) 
É possível concluir que a Teoria Clássica de placas consegue representar o 
problema para placas delgadas, porém, para placas espessas, o cisalhamento deve ser 
considerado. 
A equação diferencial de Flexão de Placas é de quarta ordem, podendo ser 
transformada na multiplicação de 2 equações de segunda ordem e assim, aplicar o método 
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